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The frequency and form of thermal vibrations are determined by the Fourier matrix. If  the 
crystalline motif is composed of g atoms, this is a Hermitian matr ix of order (3g × 3g) containing 
(for an asymmetrical crystal) 3g(3g+l)/2 elements. Jus t  as the crystal symmetry  reduces the 
number of coefficients of elasticity, so it reduces the number of independent elements of the 
Fourier matr ix and permits the algebraic nature of these elements to be determined. 

In this paper the symmetry  operations are applied to determine the number of independent 
elements in the Fourier matr ix of the structure of fluorite, CaFe, and to determine the nature of 
the atomic oscillations when these oscillations are controlled by vectors parallel to the symmetry  
axes. 

The oscillations controlled by wave vectors parallel to the tetrad or triad axes are transverse 
degenerate or rectilinear longitudinal. The oscillations of the calcium atoms controlled by a wave 
vector parallel to the diad axes are rectilinear, longitudinal or transverse. Three of the oscillations 
of a fluorine atom controlled by a wave vector parallel to the diad axes are rectilinear longitudinal ; 
the six other oscillations are e11iptical, the plane of vibration being defined by the diad axis 
parallel to the wave vector and the perpendicular tetrad axis. 

1. S y m b o l i s m e  et d6finition 

La  posit ion d 'un  a tome m , j  situd dans  le motif  
cristallin m e n  position j e s t  d6finie pa r  la somme des 
3 vecteurs:  

m + j + u ~ .  

Si les vecteurs  I i sont les p6riodes du milieu cristallin, 
( i =  1, 2 , 3 ) :  

m = , ~ m i l  i (m i . . . .  , - - 2 , - - 1 , 0 , 1 , 2 ,  . . . ) .  
i 

m va  de l 'origine du rdseau, (nceud 0, 0, 0) au nceud 
(ml, me, m3) contenu dans  le mot i f  cristallin m. 

j - = ~ j i l i  [ji] _~ 1 .  
i 

j va  du nceud (ml, m2, m3) ~ la position moyenne de 
l ' a tome j dans  le motif  cristallin. 

up  est le vecteur  ~longation qui va  de la position 
moyenne de l ' a tome m , j  ~ sa position instantan~e.  

Fa i san t  usage d 'axes  de coordonn~es rectangulaires  
Ox~, (~ -= 1, 2, 3), V~ sera la projection orthogonale 

* Stagiaire de recherches au C.N.R.S. 

du vecteur  V sur l 'axe Ox~;/t j  est la masse de l ' a tome 

j ;  on no te ra  X la g randeur  complexe conjugude de 
la g randeur  X.  

Les forces de rappel interatomiques sont  d6duites de 
la fonction ~nergie potentielle du cristal en supposant  
valable la loi de Hooke  pour  les d~placements des 
atomes dus ~ l ' ag i ta t ion  thermique.  La  force de rappel  
globale F~ ~ appliqu~e ~ l ' a tome m , j  a pour  compo- 
santes" 

F~ = 2," ~-~ uP '~]k • k • pk[3 a~ [3 

Les indices j e t  ]c courent  de 1 ~ g, s'il y a g atomes 
pa r  motif  cristallin. 

Les indices m e t  p courent  de 1 ~ n, s'il y a n motifs 
cristallins dans le cristal. 

Les coefficients c~ -p sont  les composantes constantes 

d 'un  tenseur  C~ -p du 2~me ordre dans l 'espace 
trois dimensions, covar iant  et sym~tr ique en ~ et fl" 

= c F  

Les tenseurs  C~ ° sont  tels que:  
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2 :  c~-~ = O. 
pl¢ aft 

Les ondes d'agitation thermique; la matrice de Fourier 
L'oscillation globale (d'agitation thermique) ac- 

complie par un  atome m, j e s t  d@omposable en oscil- 
lations harmoniques a~ formant des ondes planes 
(Born, 1923) : 

a.~ = ¢ lVff x exp {2i~[vt - -A(m+j)]} ;  (1) 

~ = ~ exp {2i~7;~}. 

O Atome calcium j=l 
@ Atome fluor j=3 

@ At.ome fluor j=2 

F i g .  1. 

A est le vecteur d'onde, perpendiculaire au plan d'onde. 

]A[ : 1/;t (~. longueur d'onde). 

~ est le vecteur propre de l'oscillation des atomes en 
position j .  Les phases 2 z ~  tiennent compte du fair 
que la propagation de l 'onde n'est pas uniforme 
travers le motif cristallin. 

En appliquant le principe de d'Alembert aux 
oscillations harmoniques (1), nous trouvons: 

a :  1 , 2 , 3 ; j :  1 , 2 , . . . g ,  (2) 

soit 3g 6quations linfiaires o~ les ~ sont les inconnues 
et dans lesquelles y ~  est ainsi ddfini: 

~/(ttj/x~)~$ = exp [2i~rA (j -- k)] ~ c~.exp [2i~rAb], 

b = m - - p .  (3) 

Les coefficients ~ sont d&ermin6s par la structure 
du milieu cristallin et le vecteur d'onde. On peut les 
envisager comme 616ments d 'une matrice hermitienne 
d'ordre (3g×3g), la matrice de Fourier (Born, 1942; 
Laval, 1952, p. 273). Elle se ddcompose en g~ matrices 
~.~ d'ordre (3×3).  Les coefficients ~.~ sont sym& 
triques en c~ et fl, comme les coefficients c~, et dans 

a~  

un changement d'axes se transforment aussi comme 

les composantes d 'un tenseur deux fois covariant. 
Toutes ces propri&6s restent valables quels que soient 
les axes choisis pour calculer la matrice ~. 

Dans le symbolisme matriciel le syst6me d'6quations 
(2) s'~crit : 

(~,+Ico9)$ = 0 ,  

off I e s t  la matrice unit6 et ~ une ~natrice ~ une colonne 
formde par les dl~ments $[; le syst~me d&ermine des 
grandeurs $[ non routes nulles si le d&erminant 

I~,+Io~el = o .  (4) 

L'dquation (4) cst l 'dquation caractdristique de la 
matrice de Fourier, donc de degr6 3g; elle admet 3g 

~ (a 1, 2, 3, . . ,  3g) toutes r6elles et po- racines: o~, = 
sitives, qui sont les carr& des pulsations des oscilla- 

2 sont les valeurs tions dirigdes par le vecteur A. Les ¢o~ 
caractdristiques de la matrice ~,; les ~ en sont les 
vecteurs propres, correspondants d~composables en g 
vecteurs propres, ~J, des oscillations atomiques. 
Seuls sont ddtermin~s les rapports J k ~/~ et les diffe- 
rences ~ - - ~ .  

Nous utiliserons aussi la matrice F d'dl4ments 

rS= rS. 

2. Appl icat ion  des op6rations de s y m & r i e  
du m i l i e u  cr is ta l l in  

(A ) Les dldments inddpendants de la matrice de Fourier F 
Soit un opdrateur de sym&rie S qui amine  les 

atomes mj et pk en positions m'j' et p 'k ' ;  on sait 
d 'apr& Begbie & Born (1947) que si ( b ' + j ' - - k ' )  = 
S ( b + j - - k )  alors N 

4;~" = ( s c ~ s ) ~ ,  

off S est la matrice transpos6e de S, d'oh" 

F['~' = ~ (SC~kS)~,.exp {2 inA[S(b+ j - -k ) ]} .  (5) 
b 

Cette relation peut lier simplement F ~ '  ~ F ~ .  
On le verra sur des exemples. 

Exemples 
(1) Pour une inversion centrde sur l'origine des 

coordonnges 

@ @ 

( b ' + j ' - - k ' )  : S ( b + j - - k )  : - - ( b + j - - k ) ,  
donc 

Frk '=  FJk (6) 

quels que soient les axes de coordonn6es. 
(2) Pour une rotation de 2z~/3 radians autour de 

l ' a x e  x 1 : x 2 ~ x 3 [010] [00,] 
s =  o o 1 , , ~ =  1 o o . 

1 0 0 0 1 0 
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Posons pour abr6ger: 

4 = 4;;, = 

Nous avons:  

C22 
, , ' ]  

I . 
C12 C13 Cll C31 C32 C33 J 

Par  cons6quent c'~ = c~,~, si ~'  et fl' se d~duisent de 
a et fl par  permuta t ion  circulaire: 1 ~ 2 -+ 3 -> 1. 

De m6me ( b ' + j ' - - k ' ) :  S ( b + j - - k )  a pour com- 
posantes 

X: = X~, . 

Posons" 2hA- - - - aq ;  a----2n[AI;  q~, q~, qa, sont les 
cosinus directeurs de A;  alors 

b exp [ia (q~x2 + q2x3 @ q3Xl)] = 2 "  

b a'fl' 
mais 

F~,%. ---- .~  c]~ exp [ia(q~xa +qex2+qaxa)] 
b a'fl" 

et l 'on volt en comparant  ees deux formules que/"~¢~, 
se d6duit  de T'~'~' en pe rmutan t  q~ -~ q~. -~ qa --> q~, si 
a '  et fl' sont d~duits de c~ et fl par  la permuta t ion  
1 - + 2 - + 3 - + 1 .  

Si l 'op6ration de sym6trie  consid6r6e a m i n e  des 
a tomes j en position j ,  il suffit  de calculer: 

/"{~ d 'oh l 'on d6duit  /"{~ et Faa~'~, ( 
• ~ . ~ ( 7 )  

F~% d'ofl l 'on d6duit  F ~  =/~13 et /~;1~ = / ' ~ .  

On peut  ainsi ddterminer  le nombre  des 616ments 
ind6pendants  de la matr ice  de Fourier  at tach6e au 
vecteur d 'onde A en position quelconque par  rapport  
au milieu cristallin. 

(B) Recherche de la forme rdduite de la matrice 1-'~ 
associde au vecteur d'onde A parall~le & un axe de 
symdtrie d'ordre n 
Nous choisissons pour calculer la matr ice de Fourier  

at tach6e £ un  vecteur d 'onde A en direction d 'un  
axe de sym6trie,  des axes de coordonn6es rectangulaires 
particuliers.  Oxl est choisi en direction de l 'axe de 
sym6trie  parallble au vecteur d 'onde A, alors: 

F , ~  = ~ c~, exp [iax~]. (8) 
• b aft 

Les axes Ox~ et Ox3 sont pris, si possible, perpendicu- 
laires ~ des plans de sym6trie.  

Consid6rons les op6rateurs de sym6trie  qui am~nent  
des atomes j en position j e t  qui, de plus, conservent 
la direction Ox~, por tan t  le vecteur d 'onde A, c'est- 
m-dire tels que 

S(b -{-j -- k) = + x  I . 

Nous pouvons 6tablir  ~ l 'a ide des formules (5) et (8) 
des 6galit6s de ce type" 

/'.~% = --/~,,~e d'ofl l 'on tire /~ .~  ---- 0 ,  

/ ~ . ~ - - - - - - ~ . ~  d'ofi l 'on d~duit que /~.~ est 
imaginaire  pur, 

/-~ fie = jk , ~  F ~  &off l 'on ddduit  que F ~  est rdel, 

r.5 = { 
+ r#% 

p---)'k " +F,~0 

Nous dOnombrons ainsi les / ' ~  non nuls et 
dist incts;  nous d6terminons donc une forme rOduite 
de la matr ice  de Fourier  / ~  ce qui permet  de dO- 
composer l '6quat ion caractOristique de Fourier  
] y , - ? I o  2] = 0 en 6quations de degr6 moindre,  de 
d6terminer  ses dOgOnbrescences et de rOduire le systOme 
d'Oquations lin6aires (7~+Iw2)(  = 0 d 'ordre 3g en 
systbmes d 'ordre infOrieur. 

Nous appliquerons m a i n t e n a n t  les r6sultats obtenus 
une structure cristalline du type  de la fluorine 

Oh-Fm3m. (CaF2), groupe de recouvrement  5 
Le motif  cristall in adopt6 est eompos6 de trois 

atomes align~s sur l 'axe ternaire,  l ' a tome calcium 
6tant  central ;  sa position est index~e j-----1; les 
positions des atomes fluor sont index6es l 'une j = 2, 
l ' aut re  j = 3. 

3. La  m a t r i c e  de F o u r i e r  d ' u n e  s t r u c t u r e  type  
F l u o r i n e  

Nous prenons comme axes de coordonn6es les axes 
quaternaires  du cristal. Calculons la matr ice  de Fourier  
at tach6e ~ un vecteur d 'onde quelconque. L ' a tome  
calcium porte un  centre de symgtr ie ;  l ' inversion am6ne 
les atomes j = 2 en position j = 3 et les atomes j -- 3 
en position j ----2.  L ' axe  ternaire  est en direction 
x 1 ~ x 2 = x~: la rotat ion de 2~/3 autour  de cet axe 
am6ne des atomes j en position j .  Nous pouvons ap- 
pliquer les f o r m u l e s  (6) et (7); il reste ~ calculer 
seulement 

Nous avons pris en compte les lers,  2~mes, 3~mes et 
4~mes voisins de chaque atome j - - - -1 ,  2, 3. Les 
ai, fli, . . . ,  sont les composantes ind6pendantes  des 
tenseurs C~ relatifs ~ ces voisins. Le Tableau 1 les 
classe. 

Nous posons: ~i = a(~qi/4, a 6tant  la longueur de 
l 'ar~te de la mail le  cubique. 

Tableau 1 

lets voisins 26rues voisins 36rues voisins 4~mes voisins 

Calcium j = 1 51' ~1 52' ~2' ~2 0~3' ~3' ~23' (~3 54' ~4 
Fluor j = 2 51, fll d2, e2, ~2 e3, ~]3, 03 53, f13, ~'3, ~3 
Fluor j = 3 51, fll 32, .e~, r]~ ca, ~3, 03 53, f13, 73, 63 
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r l l  = 

r l l  = 

r~ = 

r h  ~ = 

r i ~  = 

- -4[2(cq+c%+2f la )+cMl- -cos  2a~ cos 2aa) 
+fl~(1-- cos 2a a cos 2 a l + l - - c o s  2al cos 2a~.) 
+ c q  sin ~' 2a~+fl~ (sin °- 2a~.+sin ~ 2aa)] , 

D ] ~ T E R M I N A T I O N  D E S  O S C I L L A T I O N S  D ' A G I T A T I O N  T H E R M I Q U E  

L ' dquation caractdristique 

Pour simplifier le ealcul du ddterminant I~,0-Fleo21 
nous effectuons la transformation: 

--47~ sin 2a~ sin 2aa,  

- -2 [ 2 ( a i + a a + 2 f l s ) + ~ + 2 ~  ~ 
@2ca(I--cos 2a~ cos 2aa) 
+2~a(1--cos 2aa cos 2 a i + l - - c o s  2ai cos 2a~)], 

--40a sin 2a~ sin 2aa,  

4[o¢ i (cos (r i cos (ru cos (ra-[-i sin al  sin a, sin aa) 
+ a a  (cos 3al cos a, cos aa--i sin 3al sin a~ sin aa) 
+fl~ (cos 3a~ cos a~ cos a l + c o s  3a~ cos ai cos a~ 
--i sin 3a~. sin aa sin a i - - i  sin 3aa sin a i sin a~)], 

--4~6 i (cos ai sin a~. sin aa+i sin al cos o'~ cos a~) 
+~a (cos 3a i sin a~ sin o'a--i sin 3a i cos a 2 cos as) 
-{-Ta (sin 3a~ sin as cos ai-~-sin 3as sin a~ cos a i 
- - i  cos 3a, cos aa sin a i - - i  cos 3aa cos a, sin ai)] ,  

2 [~  cos 2a i+e~ (cos 2a~+cos 2o'a) ] , r ~  = 

F~a a = --2i~ b. sin 2 a i .  

4.  L e s  osci l la t ions  p r inc ipa les  IA[ = 0 

La matrice de Fourier associ6e au vecteur d'onde 
IAI = 0 est r~elle. Nous la d~signerons par 70. Les 
deux racines diff6rentes de z6ro de l '6quation 
170+Io9~1 = 0 sont les carr~s des pulsations des 
oscillations 'principales'. (Les rdseaux d'atomes con- 
gruents oscillent sans se d~former les uns par rapport  
aux autres.) 

To = i '~ i  = 

1 

Les dldments de la matrice F o 
La sym~trie ternaire impose, cf. (7), (ql, q~, qa ~tant 

n u l s ) :  

r o ~  = roi~ = r o ~ .  ro~ '~=  ~'~= r o ~  023 F 0 3 1  0i2 • 

La rotat ion de g radians autour de l 'axe quaternaire 

Ox~, i m p o s e :  / ' 0 ~  = 0 ,  

et, d'aprbs (6), 

F 2 ~ = / ' 2 ~ ;  Fo22.= Fo = . 

De plus, on d6montre que pour routes les structures 
cristallines, 

~ r o ~  = o .  

Les ~16ments non nuls et distinets de la ma t r i ce / ' o  

son} done: / 'o~,/'o~ • 

12 12 i 12 
i - - 2 F o  Fo i r o  ] 

= ~ ..... ~~:2 ..... i ..... Fi]; ..... ~ 2 ~ i  .......... ~ 2 i  .......... 
ro / ~ o  ~ - = o - = 0 ~  ......... = o . . . I  

i ~ i 2  . . . .  ~2~ ! r,~. r,~a i 
k ~ o  - o  - - o - ~ o  t 

a~ec r'o~= o roi~ 
o o roof 

]To(7oq-Io92)Toil . 

0 0 0 0 0 0 0 0 -  
0 0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 
0 0 t 0 

0 0 0 
0 0 

1 

I1 vient:  

avec 

]~oH-I~21 = 

IDol ----- 

e t  x ~ -  o)2 .  

Do o o 
0 D o 0 
0 0 D o 

= I D o l  3 , 

• +ro~i  rol~ rOll ~ 

roi~ rOl~ ~ + r g ~  

Effectuons une nouvelle transformation du d6ter- 
minant  [Do] au moyen de la matrice S o, ~ savoir: 

I S o D o S o l l  = I D o l ,  

o] 
S O ---- ~ 0 1 --1 

0 1 1 

a v e e  

et d6veloppons [SoDoS~X]. Nous obtenons l 'dquation 
caract6ristique sons forme algdbrique simple. 

x 8 x /~ i2  ~1" 

(F0n+2/ '0n) ]  0 (9) × [ x - - 1 / # ~  l~ 93 8 =  . 

Zes vecteurs propres des oscillations principales 

Le syst~me d'6quations lin~aires d'ordre 9 
(70@Io2)~ = 0 qui d6termine les vecteurs propres des 
oscillations est identique au syst~me [T00,o+ 
Io92)T~lJTo~ = 0 et se d6compose done en trois 
syst~mes identiques entre e.ux, d'ordre 3. 

Do$~, = (SoDoSoi)So$~, = 0 (o~ ---- 1, 2, 3) ,  (10) 

$~ 6tant la matrice ~ une col0nne d'~l~ments: $~, ~r~, $~. 

A la racine 
12 23 x = ( 1 / ~ ) . ( F o n + 2 r o 1 1 )  

de l '6quation (9) est a~socide la solution 

~ i =  ~ ~ + ~  = o  

du systbme (10). Le vecteur propre de 1'oscillation 
du r6seau j = 2 est oppos6 ~ celui de l'oscillation du 
r~seau j ---- 3, sa direction 6rant arbitraire;  le r6seau 
calcium reste au repos, get te  vibration principale est 



D. C R I B I E R  297 

g6n~ratrice de la raie Raman  n----322 c m .  -1  ( P r e s s ,  

1950). 
A la racine x : / ' 0~2(1 /#2+2/#~)  de l '~quation (9) 

est associ~e la solution ~---- ~'~, ~ : - - k ~ , 2  2 du 
systbme (10). Le vecteur propre de l'oscillation du 
r6seau des ions positifs 6rant oppos6 b~ celui de 
l'oscillation des r~seaux des ions n6gatifs, cette 
vibration principale crde une polarisation periodique- 
ment  variable du milieu cristallin; la bande d'absorp- 
tion dans l 'infra-rouge b~ 51 ,5#  lui est attribu6e 
(Parodi, 1938, p. 116). 

5. Les osc i l lat ions  dir ig6es  par un vecteur d'onde 
parall~le A l 'axe quaternaire  

Les dldments de la matrice _F~ associde aux vecteurs 
d'onde parall~les dt l'axe quaternaire 
Nous utilisons les axes de coordonn6es rectangulaires 

,~ x3 

/ 0 X:~ 
/ x;" 

~ i /x  ' 

Fig. 2. 

Ox~ (Fig. 2) dont voici les cosinus directeurs rapport~s 
aux axes quaternaires: 

Ox~ Ox2 Ox~ 

Ox~ 1 0 0 
Ox~ 0 1/1/2 1/~/2 
Ox~ 0 --1/V2 l/V2 

Ox~ est l 'axe quaternaire qui porte A, 
Ox 2 est un axe binaire, 
Oxa est un axe binaire. 

La rotation de ~r radians autour de l 'axe quaternaire 
Ox~ impose" 

17- ~~ F- ~ 0 ~12 : 413 : • 

Le mirage dans le plan x~ = 0 impose: 

= o .  

La rotation de ~r/4 radians autour de l 'axe Ox~, 
suivie d 'une inversion de centre 0 impose: 

F4272 k : F43?'3k; F 4 i  k r6el. 

D'aprbs (6), F~ e = F~ a, F ]  2 : F~ a, (les matrices F ji 
6rant r6elles). 

Les 616ments non nuls et distincts de la matrice/14 
sont donc" 

r il, r 2, 1, r,l , 23. = /~411, soit 6 616ments r6els. 
/ 'a~, Fa]~a; soit 2 616ments complexes. 

L ' dquation caractdristique 
Pour obtenir l 'dquation earact6ristique lTa+/og~l = 0  

sous forme alg6brique on d6veloppera le d6terminant 
suivant:  

D~ 0 0 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

ITo(74+Io~)T~[= 0 D~ 0 =IDOl.IDOl u, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  -.........2" 

o oz) , 

avec 

lOll = 

e t  X ¼  09 2. 

m 

z+r 2 7 ,2  

Nous pouvons ~ nouveau remplacer le d~terminant 
IDOl par le d~terminant [SoD~S~ll et l '6quation carac- 
t~ristique de Fourier associge au vecteur d'onde A 
parall~le ~ un axe quaternaire est ainsi d~compos6e 
en un produit  de quatre 6quations: une ~quation de 
ler degr6, une 6quation du 2~me degr6, et deux 6qua- 
tions identiques du 3~me degr~. 

22 23 (X.Af_ r 4 1 1  _ _  r 4 1 1 )  [ (X.AI_ r4111) 22 23 (X-2f- ~"411-~- ~ 4 1 1 )  

--2@,1~12) 2] [IDYll 2 = 0 

Les vecteurs propres des oscillations 
Le syst~me d'dquations lin6aires d'ordre 9 

(74~Iw2)~ = 0 qui d6termine les vecteurs propres des 
oscillations dirig6es par  un vecteur d'onde parall61e 

un axe quaternaire est identique au syst~me 
[To(7a-4-Iw2)Tol]To~-= 0 et se ddcompose done en 
trois systbmes d'ordre 3" D~$~:0 ;  D ~ 2 = 0 ;  D~$a:0 .  
Si o~ 2 est racine de IDa[ = 0, le systbme D ~  1 ~ 0 est 
r~gulier, les deux autres syst~mes n ' admet ten t  que la 
solution nulle; eo est alors la pulsation d'oscillations 
rectilignes longitudinales. De m~me si eo e est racine de 
[D~[ = 0, co est la pulsation d'oscillations transversales 
d6g6n~r6es. 

Les oscillations rectilignes longitudinales 
23 22 A la racine x = ~411--~J411 de l 'dquation [D~[ : 0 

est associ~e la solution $1 : $~-k$1 a = 0 du systbme 
(SoD~S~I)So~I : 0. L 'a tome en position j : 1 reste 
au repos. Le vecteur propre de l'oscillation des atomes 
en positron j = 2 est oppos6 ~ celui de l'oscillation 
des atomes en position j = 3. 

A chacune des deux autres racines de iDa[ = 0, 
est associ~e une solution ~ : ~ ;  ~ = k ~  du systbme 
(SoD~Sol)So$I ~ O. Les veeteurs propres des oscilla- 
tions des atomes en position j-----2 et j = 3  sont 
dgaux, proportionnels ~ celui de l'oscillation des atomes 
en position j --  1. 
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Les oscillations transversales 
Elles sont dgg6ndr6es; pour les ddcrire, on peut 

choisir deux solutions orthogonales du systbme 
d'6quations lin~aires D ~  = 0, D ~  3 = 0 syst~me 
d'ordre ~,: c~e~ rang 4. 

6. Les osci l la t ions  d i r ig6es  p a r  un  vec teur  d'onde  
paral l~le  ~ l ' axe  t e rna i r e  

Les dldments de la matrice I~a associde aux vecteurs 
d'onde parall~les ~t l'axe ternaire 
Nous utilisons les axes de coordonn6es rectangulaires 

Ox'~," (Fig. 3) dont voici les cosinus directeurs rapport~s 
aux axes quaternaires" 

Oxl Ox~ Oxa 

o~'~" I / Va 1/ V3 1/ va 
Ox~" 0 -- 1/~/2 1/V2 
Ox'a" --2/]/'6 1/]/6 1/1/6 

~Xa 

I x?/x~ 
,, 

,.,"0 X~ t 

<" 
Fig. 3. 

Ox'~" est l 'axe ternaire qui porte A, 
t t t  

Ox~. est. un axe binaire, 
Ox~" est un axe perpendiculaire aux deux premiers. 

La  rotat ion de 2z/3 radians autour de l 'axe Ox'~" 
impose" Fa~  = 0 si a ~= fl et /'o~.2~= Faa3i~ • 

D'apr~s (6) 
r i ~ =  2-~; r ~ - =  r~ ~ , 

Les filaments non nuls et distincts de la ma t r i ce / ' a  
sont donc: 

TAXI,/'a~; / ' a ~ , / ' a ~ ;  soit 4 616ments r~els. 

r~i~, r ~ ;  ~ ,  ~3- Fa2~ , soit 4 ~14ments complexes. 

L ' dquation caractdristique 
Pour obtenir l '~quation caract~ristique [Ta+/eoul = 0  

sous forme alg6brique on d~veloppera le ddterminant 
suivant" 

D ~ o  o[ .......................... 
ITo(Ta+Io~)T~X[= 0 D~ 0 =IDOl.  IDOl ~, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ .  

o 0 D ~  
& v e c  

I D i l  = 

e t  x ~ ¢0 2. 

z+r~2 ~2  r~2 

L'6quation caract6ristique de Fourier associ~e ~ un 
vecteur d'onde A parall~le ~ un axe ternaire est ainsi 
d@ompos~e en un produit  de trois 6quations du 3~me 
degrd, dont deux sont identiques. 

Zes vecteurs propres des oscillations 
Les vecteurs propres des oscillations dirig4es par  un 

vecteur d'onde parall~le b~ un axe ternaire sont d6ter- 
min~s par le systbme d'ordre 9, [To(Ta+Ioo2)ToX](To~) 
= 0 qui se d6compose en trois syst~mes du 3bme ordre. 

3 (1, 2, 3 ) .  D ~  = O, ~ =  

Aux racines de l '~quation [D~[----0 sont associ6es 
des oscillations rectilignes longitUdinales dont les solu- 
tions du syst~me/)~$1 = 0 sont les vecteurs propres. 

Aux racines de l '~quation ID2 a] = 0 sont assoei6es 
des oscillations transversales d6gdndr~es; pour les 
d~crire on peut choisir deux solutions orthogonaIes du 

syst~me d'6quations lin6aires D ~  e = 0, D2a~a = 0 sys- 
t6me d'ordre 6, de rang 4. 

7. Les osc i l la t ions  d i r ig6es  p a r  un  v e c t e u r  d 'onde  
paral l~le  ~i l ' axe  b ina i re  

Les dldments de la "matrice if2 associde aux vecteurs 
d'onde parall~les ~ l'axe binaire 

Nous utilisons les axes de coordonndes rectangulaires 

X~ ~ i~ Xj 

x~: 

**/'"//// ~ X2 

~x, x;' 

Fig. 4. 

Ox'j (Fig. 4) dont voiei ]es eosinus directeurs rapportds 
aux axes quaternaires: 

Ox 1 Ox2 Ox 3 

o~;' ~/V2 ]/V2 o 
o~'~' -UV2 1/V2 o 
Ox'a' 0 0 1 

Ox~' est l 'axe binaire qui porte A, 
t t  

Ox2 est un axe binaire, 
t t  Ox a est un axe quaternaire. 
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Le mirage dans le plan x 2 ' =  0 impose: 

vd~ = Gg~ = o. 

Le mirage dans le plan x ' / =  0 impose que T'2~ soit 
imaginaire pur et F2~ r6el, et, d 'apr& (6) 

r~ ~=  F L  F V =  r~ ~. 

Les 61~ments non nuls et distincts de la matriee F~. 
sont done : 

"22 23 F22,/ '2.~, F ~ ,  -P2.~, (~x = 1, 2, 3); soit 12 414ments 
r6els. 

/~2~,/'223; soit 2 616ments imaginaires purs. 

L ' dquation caract&istique 
On obtiendra l'6quation caract6ristique [Y2 + I°~2l = 0 

sous forme alg6brique en d6veloppant le d6terminant 
suivant : 

1 - h  2It lY2 ' Iw = [TIS1To(Y2+Iog~)TolS-~IT~[, 

S 1 et T~ &ant des matrices orthogonales d6finies 
ci-dessous: 

[ioo o] o] 
S 1 = S 0 0 , S i  -1 = S O  1 0 , 

0 S O k 0 0 S~* 

1 0 
0 

Ta = Ti -i = 

iy2+Iw2l ' = 

0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 
1 0 0 0 

1 0 0 
0 0 

1 

D~ 0 0 
.......................... 

0 D~ 0 
.......................... 

0 0 D~ 

avec, si nous posons x = w2, 

- -  22 23 [ D I I = - 1 / 2 . y 2 1 ~  x±y233-y233 

1/2.y212 --y2~ 3 

- -  22 23 -1/2.y2]~ x + F m - y m  

1/2.~g - r ~  

1D:~I = 

x+~dl  o 
0 - -  22 23 

X-~- ~2222--  ~2222 

1 / 2 . ~  o 
IDOl = 

= IDOl. ID21. ID21 

22 23 
X -3L ~"211 -JC ~"211. 

V2.~g 

22 23 
x 'Jv- ~]233-~- ~/233 

/ 2 . ~  

0 
22 23 

X-~- ~/222 -~- )/222 

L'6quation caract6ristique de Fourier associ6e g u n  
vecteur d'onde A parallble g un axe binaire est ainsi 
d6compos6e en un produit de quatre 6quations: une 
6quation du ler degr6, une 6quation du second degr6, 
et deux 6quations du 36me degr6. 

( X ~ -  22 23, 11 22 23 
~/222 - -  ~2222) [ (X  -}- ~2222) (X-Jr- ~/222 -~- ~/222) 

--2(~/2~2) 2] [IDOl] [ID213 -- o .  

Les vecteurs propres des oscillations 
Les vecteurs propres des oscillations dirig6es par 

un vecteur d'onde parall~le g u n  axe binaire sont 
d6termin6s par le syst~me d'ordre 9 

(y2+Iw2) '. (T1S1To~) = 0,  

qui se d6compose en trois syst~mes du 36me ordre, 

2 ' D ~ $ ~ = 0  ( ~ =  1 , 2 , 3 ) ,  

dans lesquels ~ sont les matrices g une colonne: 

1 V ¢;= (¢~-¢]) , ¢~= 1 1 / 2 ( ~ - ¢ ~ )  , 

L1/i/2 (~12 + ~~)J Ll/1/2 (~~ + ~~)_ 

¢£= 1 / / 2 ( ¢ 1 - ¢ 1 ) .  
La//2 (¢.~÷¢~)j 

hux  racines de l'6quation IDOl = 0 sont associ6es 
des oscillations rectilignes suivant l 'axe Ox~', donc 
transversales, mais hormis ce caract~re, en tous points 
analogues aux oscillations longitudinales dirig6es par 
le vecteur d'onde parall61e g l'axe quaternaire. 

Aux racines de l'6quation IDOl = 0 sont associ6es 
des oscillations rectilignes suivant l'axe Ox~' de l'atome 
index6 j = 1, les atomes index6s j = 2 et j = 3 ac- 
complissant des oscillations elliptiques de sens oppos6s 
dans le plan x'l'Ox~'. De m6me aux racines de l'6quation 
IDOl--0 sont associ6es des oscillations rectilignes 
suivant l'axe Ox~' de l'atome index6 j = 1, les atomes 
index6s j = 2 et j = 3 accomplissant des oscillations 
elliptiques de sens oppos6s dans le plan x'l'Ox'3'. 

8. C o n c l u s i o n  

Ces r6sultats relatifs g la forme des oscillations 
atomiques, compl6t6s par le calcul num6rique en 
premi6re approximation de la dispersion des fr6quences 
et de la variation des vecteurs propres en fonction du 
vecteur d'onde, pr6parent une 6tude exp6rimentale 
de la diffusion des rayons X par les ondes d'agitation 
thermique dans le cristal de fluorine. 

Je remercie Monsieur J. Laval, Professeur au Col- 
lbge de France, de m'avoir propos6 ce sujet et d'avoir 
guid6 mon travail. 
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In  the course of invest igat ing the  s t ructures  of paraff in  
chain compounds, the  n-al iphat ie  acid monosubs t i tu ted  
hydrazides  have been studied. 

Single crystals  of hexanoie,  heptanoic,  octanoic, and  
nonanoic acid hyclrazides were grown (these will be 
designated C s, C~, C 8 and  C 9 hydrazides),  and  oscillation 
and  Weissenberg photographs  about  the  a and  b axes 
were t aken  using Cu Kc~ radiat ion.  P re l iminary  dimen- 
sions of the  monoclinic un i t  cells and densities are listed 
in Table 1. 

The space group is e i ther  Aa or A2/a; with  8 mole- 

80 

60 

A 

40 

2O 

' 0~2 ' 0 '4  ~ 0"6 ' 0:8  ' 1-0 
Z 

Fig. 1. Plo~ of N(z) v. z for {h01} of heptanoic acid hydrazide. 
Solid line, centrosymmetric; broken line, non-centro- 
symmetric. 

eules in the un i t  cell, A2/a  is probable. This was con- 
f irmed b y  applying to {h0l} of C~ hydrazide  the  modifica- 
t ion of Wilson's  rat io tes t  suggested by  Howells,  Phil l ips 
& Rogers (1950). The dis t r ibut ion of intensi t ies  follows 
fair ly well t h a t  to be expected from a centrosymmetr ic  
project ion (Fig. 1). 

In tensi t ies  were es t imated b y  eye for {h0l} of C~ and  

C 

- - - - ~  X a 

(a) (b) 

Fig. 2. Projection on (010) for (a) C~ and (b) C8 hydrazides. 
Contours at intervals of 1"5 e./~-% Origin may be as shown 
or at ¼, 0. Correct choice will be indicated by Fh~l or Fh~). 

Table 1. Dimensions of unit cells and densities 

a 

(Cs)CsHnCONttNH2 7-49 
(C~)CsHlaCONHNtt~ 7-44 
(C a)C~HlsCONtINH 2 7"46 
(Cg)CsHI~CONHNH ~ 7"44 

b c 
4.88/ l  43.47/l  91 ° 16" 
4-88 48.60 96 14 
4.87 53.47 91 20 
4.87 58.73 95 4 

* Assuming 8 molecules per unit cell. 

Density (g.cm. -a) 
Exp. Calc.* 

1-12 1-09 
1.09 1-09 
1-08 1 .oa 
1.07 ] .oa 


